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Computeralgebra
Das Ende des herkémmlichen
Mathematikunterrichts?

Giinter Hanisch

1 Einleitung

Durch Jahrhunderte hindurch waren die Hilfsmittel, die dem Mathematikunter-
richt zur Verfiigung standen, bescheiden: Schreib- und Zeichengerite, wie Fiill-
feder, Bleistift, Papier, Dreiecke, Winkelmesser und Zirkel, ein Logarithmenbuch
und bisweilen ein Rechenstab. Keine teuren Gerite wie in Physik, keine grofiar-
tigen Sammlungen wie in Biologie.

Seit etwa 25 Jahren begann die Mikroelektronik ihren Einzug in die Schulen, vor-
erst in Gestalt der damaligen Grof-EDV, Computern, wie etwa der IBM 1400
Serie, die die enorme Speicherkapazitit von 4 kByte hatten. Vorreiter war in
Osterreich das berufsbildende Schulwesen, das damals bereits Einschulungskurse
fir Lehrkrifte veranstaltete. Die Schiiler(innen), die am Unterricht in Elektroni-
scher Datenverarbeitung teilnahmen, mufiten allerdings mit ihren Lehrkriften zu
den Computern hinfahren, da ein Gerat fiir jede Schule viel zu teuer gekommen
ware.

Die weitere Entwicklung kennen Sie. Heute ist einerseits der Taschenrechner ein
nicht mehr wegzudenkender Teil des Mathematikunterrichts, andererseits lernen
im Informatikunterricht unsere Schiiler(innen) Computer benutzen, die mehr als
das Hundertfache der Speicherkapazitit jener Gerite besitzen, die anfangs ihren
Eingang in den Schulunterricht gefunden hatten.

Wie wird die Entwicklung der Mikroelelektronik weitergehen? Univ. Prof. Dr.
SCHAUER stellte bei einem Vortrag im Frihjahr 1990, in dem er sich mit den
Computern des Jahres 2000 beschiftigte, folgendes Scenario vor: die Zukunft wird
bei einem Gerit in der Form einer Platte in der Grofe einer A4-Seite liegen, das
einen berithrungsempfindlichen Bildschirm haben wird, auf dem man mit einem
Stift oder dem Finger schreiben wird. Die verschiedenen Computer verstandigen
sich untereinander mittels Infrarot und bauen selbstindig ein Netz auf. Anstelle
der Disketten werden von einem Laser abtastbare Karten in Scheckkartengrofe
verwendet werden.
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Was heifit das fir den Mathematikunterricht? Unsere Schiler(innen) werden in
10 Jahren anstatt der Taschenrechner Computer verwenden, die ein Vielfaches
der Rechner- und Speicherkapazitit der jetzigen PCs haben werden. Auch die
Software wird wesentlich umfangreicher und leichter beniitzbar sein, als dies heute
fiblich ist.

Im Folgenden méachte ich einen Aspekt herausgreifen, namlich den der Compu-
teralgebra, und auf die Auswirkungen derselben auf den kiinftigen Mathematik-
unterricht eingehen.

2 Computeralgebra

Die grundlegende Idee der Computeralgebra-Programme ist die: Elektronische
Datenverarbeitungsgerite funktionieren nach folgendem Schema (siehe Abbil-
dung 1): '

Eingabe Verarbeitung Ausgabe

Abbildung 1: Schema der EDV

Dabei konnen nicht nur Zahlen, sondern auch Buchstabenkombinationen! Ge-
genstinde der Eingabe sein, also beispielsweise 5z + 2z. Ausgabe soll dann 7z
sein, was schon ein einfaches BASICprogramm leisten konnte. Und auf dieser Idee
sind die Computeralgebra-Programme aufgebaut, von denen es bereits mehrere
gibt, die unterschiedliches Kénnen aufweisen. Die wichtigsten sind in Tabelle 1
angefiihrt, der die Ubersicht von KENNETH u.a. 1989, S. 243 zugrunde gelegt
wurde. Dabei wurde die jeweilige Grundversion betrachtet und nicht diverse
Zusitze. So gibt es etwa fiir mu-Math eine Erweiterung, die Grafik gestattet.

Als ein Beispiel, was solche Programme kénnen - ,a few thousand years of ma-
thematical knowledge suddenly arrive on the desktop, and we journey through
a strange and wonderful new world“ (FINN 1988, S. 199) -, méchte ich DERIVE
(1988), den Nachfahren von muMATH (1983; sieche WOOFF u. HODKINSON 1988)
heranziehen, obwohl es wesentlich weniger machtig als die meisten der anderen
Programme ist, da dieses einerseits an die Hardware nur geringe Anforderungen
stellt, andererseits in der Benutzeroberfliche fiir ein Programm aus der Ms-Dos-
Welt hervorragend und hoffentlich beispielgebend fiir die anderen Programme ist

1Man spricht von alphamerischen Zeichen.
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Mathematische mu- De- Mac- Map- Mathe- Re-
Operationen Math rive syma le  matica duce
Differenzieren u. Integrieren + + + + + +
Matrizenrechnung + + + + + +
Lineare Gleichungssysteme + + + + + +
Nichtlin. Gleichungssysteme + +

Gewohnl. Differentialgleichg. | + + +
Vektorgleichungen + + +
LAPLACE-Transformation + + +

Inverse LAPLACE-Transf. + +

Ausgabe in Programmierspr. + + + + +
PC tauglich + + + + +
2-dimensionale Grafik + + + +
3-dimensionale Grafik + + +

Tabelle 1: KENNETH u.a. 1989 (modifiziert): Computeralgebra-Programme

und schlieBlich auch vom Preis her erschwinglich ist, so daBl viele Schulen es be-
reits erworben haben.

Einige Beispiele sollen zeigen, was DERIVE kann:

Bsp.

Bsp.:

: Die Eingabe von 2(8+7)/372

bewirkt am Bildschirm die Ausgabe:

2(8 +7)

32
Der Befehl ,Vercinfache* bewirkt dann die eigentliche Rechenoperation:

10

3
Es wird also in exakter Arithmetik gerechnet (es werden daher auch Wur-
zeln nicht niherungsweise bestimmt). Selbstverstandlich kann das Pro-

10

gramm aber veranlaft werden, %! naherungsweise zu berechnen. Die Aus-

gabe ist dann 3.33333 (die Anzahl der Dezimalstellen kann festgelegt wer-
den).

Das Bruchrechnen geht auch mit Variablen:  2x/(x"2-1)-1/(x-1)
liefert

2z _ 1
2—-1 z-1’

was vereinfacht .

z+1

ergibt.
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Bsp.: x"2+3ax=10a"2
ergibt durch den Befehl ,Lése“ die beiden Gleichungen
r = 2a
z = ~da
Bsp.: Aber auch Differenzieren und Integrieren wird beherrscht: Gibt man

int(x/(x"3-1),x))
ein, so erhilt man am Bildschirm die Ausgabe:

/xaildx

Der Befehl ,,Vereinfache“ liefert:

v3atan [333@:_ + )3@] In(z+z+1) In(z-1)
- +
3 6 3
Durch Differenzieren wiederum ergibt sich:

(22 +z+1)(z-1)

was vereinfacht wieder den Ausgangsterm liefert:
z
3 -1

Bsp.: z=-y/(9+4x"2+y"2) soll grafisch dargestellt werden. Das Ergebnis zeigt
Abbildung 2.

Abbildung 2: DERIVE-Grafik

Allerdings sind in DERIVE nicht nur weniger mathematische Operationen einge-
baut (siehe Tabelle 1), sondern es scheitert bereits friiher als die meisten anderen
Programme fiir Computeralgebra. Zwei Beispiele mégen dies zeigen:
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Bsp. 1: Einerseits hat DERIVE Schwierigkeiten beim Vereinfachen hyperboli-

scher Funktionen?: .
Re [coth (u -;w)]

(e* —e®)-[e* +4cosve*+4cosve™ + e +2(2cosv? +1)]
[e2v + e~2v + 2(2sinv? — 1)] - (e* + e~¥ + 2 cosv)

ergibt

MAcCsYMA hingegen liefert als Ergebnis

sinh u

cosv — coshv

Bsp. 2: Andererseits scheitert DERIVE bei schwierigeren Problemen, wie etwa

der Berechnung von
o0

/a:sm:tdz,
J 241

was etwa MATHEMATICA (siehe WOLFRAM? 1988) 16sen kann (Ergebnis:
Z). Es ist allerdings anzunehmen, dafl DERIVE im Lauf der Zeit weiter
ausgebaut werden wird.

Weitere Beispiele zu DERIVE findet man bei WINKELMANN (1989, S. 394ff).

3 Riickblick auf den Taschenrechner

3.1 Der nichtprogrammierbare Taschenrechner

Machte man Voraussagen machen, wie Unterrichtsverwaltung und Mathematik-
lehrer(innen) auf Computeralgebra-Programme reagieren werden, kann man sich
zuriickerinnern, wie auf den Taschenrechner reagiert wurde. Dieser wurde

e zuerst totgeschwiegen (Stufe 1),
o dann verboten (Stufe 2),
o mit Widerwillen erlaubt (wenn ... und aber) (Stufe 3) und

o schlieBlich verpflichtend eingefiihrt (zur Zeit ab der 7. Schulstufe) (Stufe 4).

2Dje Notation wurde der iiblichen angeglichen, daher wurde ,,i“ und ,e“ geschrieben.
3Stephen WOLFRAM, der Autor von MATHEMATICA, verdffentlichte seine erste Arbeit mit
16 und machte seinen Doktor am California Institute of Technology mit 20.
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Analog ist es beim programmierbaren Taschenrechner. Da steht die Unterrichts-
verwaltung bei Stufe 3, in der Computeralgebra hingegen noch bei Stufe 1. Dabei
gibt es bereits Taschenrechner, wie etwa den CAs10 FX 5500, die zumindest al-
gebraische Ausdriicke vereinfachen kdnnen.

Dabei ist die Unterrichtsverwaltung fortschrittlicher als manche Kolleginnen und
Kollegen. So wurde der Taschenrechner noch im Schuljahr 1985/86 im ORG
Kundmanngasse, Wien 3 in einer 7. Klasse verboten, dort mufite statt mit ihm
mit dem Logarithmenbuch gerechnet werden. Und - Ordnung muf sein - auch
im Jahr vorher bei den trigonometrischen Berechnungen.

Aber auch aus der Bundesrepublik Deutschland hort man ihnliches: So berichtete
Univ. Prof. Dr. SCHWARTZE auf der Bundestagung fiir Didaktik der Mathema-
tik 1989 in Berlin, daBl in Gber der Halfte der von ihm in Hessen untersuchten
Gymnasien auf der 10. Schulstufe kein Taschenrechner verwendet wurde (Schul-
jahr 1987/88)%. (Diese Bemerkungen fielen im Vortrag und sind im schriftlichen
Beitrag (1989, S. 342f) leider nicht enthalten.)

Ich bedaure dieses Ablehnen des Taschenrechners, denn ich finde, dal es im Ge-
gensatz dazu viel besser ware, ihn zum Thema des Unterrichts zu machen, wie
etwa die 1. Ableitung niherungsweise berechnen zu lassen (welchen Wert soll man
da fir Az nehmen?) oder den Unterschied zwischen Konvergenz und ,Taschen-
rechnerkonvergenz* herausarbeiten zu lassen; denken Sie etwa an die harmonische
Reihe (nicht konvergent, aber TR-konvergent) oder an e~!° (konvergent, nicht
TR-konvergent, wenn man unter TR-Konvergenz versteht, daf§ das Ergebnis vom
Typ des verwendeten Taschenrechners unabhingig sein soll).

Ein anderes interessantes Problem, das man behandeln konnte, ist das Studium
von Approximationsverfahren. So kann die Gleichung z? + 3z — 5 = 0 durch

mit Io‘:l

iterativ gelost werden. Das funktioniert dann auch (vielleicht! Wann nicht?) fiar
Gleichungen hoheren Grades u.s.f.®

Ich sehe ein, daB es irgerlich ist, wenn bereits fiir einfachste Rechnungen der Ta-
schenrechner benutzt wird, denn ich finde es immer noch als ein erstrebenswertes
Ziel nicht nur die einfachsten, sondern auch ein wenig schwerere Aufgaben im
Kopf zu l6sen. Es ist ja auch nicht schlecht, wenn man trotz eines Fihrerscheins
noch die Beine beniitzen kann. Mir erklarten dazu Mathematikstudent(inn)en,
daB sie in der Schule bei Priifungen und Schularbeiten zwar auch fiir einfache
Rechnungen den Taschenrechner verwendet haben, denn da sei das richtige Re-
sultat wichtig, anders war es hingegen bei Hausibungen. Dort hatten sie nur

4Aber auch mehr als die Halfte der Schiiler war nicht imstande em3 in dm3 umzuwandeln!
SWenn Sie das Thema interessiert, finden Sie im Artikel von PECH (1989) weitere
Anregungen.
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selten den Taschenrechner benutzt. Ich wiirde meinen, daB man besser andere
Beispiele geben sollte, wo man den Taschenrechner nicht so ohne weiteres ein-
setzen kann, soferne er nicht Thema des Unterrichts ist. So gab ich folgendes
Beispiel zur Reifeprifung:

Bsp.: Von einer Trafostation T, die an einer geraden Strafe steht, soll ein Strom-
kabel zu einem Haus H verlegt werden. Die kiirzeste Entfernung des Hauses
von der StraBe betrigt 1600 m, die Luftlinie Haus-Trafostation 2 km. Die
Kosten der Leitung betragen lings der StraBe a S pro m und querfeldein
b S pro m.

a) Berechnen Sie bitte, wie die Leitung zu verlegen ist, damit die Kosten
minimal werden! Bei welchem Verhaltnis a:b ist die Verlegung langs
der Luftlinie und wann lings der Strafie und der Normalen zum Haus
giunstiger? '

b) Berechnen Sie bitte fir a=150 S/m und b=250 S/m die Minimalko-
sten und die Kosten der beiden anderen Moglichkeiten!

3.2 Programmierbare Taschenrechner

Ahnlich denke ich auch iiber den programmierbaren Taschenrechner. Auch er
bietet die Chance, den Mathematikunterricht zu verbessern.

Da alle Schiiler, die die Oberstufe einer allgemeinbildenden oder berufsbilden-
den hoheren Schule besuchen, Informatik (bzw. einen diesen entsprechenden
Gegenstand) haben, méchte ich dringend empfehlen, anstelle des gewdhnlichen
Taschenrechners einen programmierbaren verwenden zu lassen. Schlieflich solite
man das, was man in einem Unterrichtsgegenstand (hoffentlich) gelernt hat, in
einem anderen verwenden konnen. Insbesondere hoffe ich mir durch diese Ma8-

nahme mehrere positive Auswirkungen auf den Mathematikunterricht:

1. Konzentration auf den mathematischen Inhalt der Probleme durch Wegfall
sinnloser Rechnungen, wie etwa Zuriickdrangen der Kurvendiskussionen auf
ein sinnvolles Maf.

2. Vielleicht auch statt Vermittlung eines moglichst lickenlosen Katalogs an
Detailwissen — von solchen Kenntnissen sagte WAGENSCHEIN: ,Die Halb-
wertszeit ist auberst kurz* (1973, S. 392) - der ,Vorrang des Verstehens®
(ebendort).

3. Starkeres Hereinnehmen numerischer Verfahren wie etwa das oben ange-
schnittene Approximationsverfahren.
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Beziiglich des Zuriickdringens der Kurvendiskussionen ist es meines Erachtens
zwar wichtig, Kurven zu zeichnen, aber vor allem deswegen, damit man die Be-
deutung der verschiedenen Parameter erkennen lernt, anstatt der Reihe nach
Wertetabellen, Nullstellen und Extrema berechnet (siche auch HANISCH 1985a).
Ich ziehe daher Beispiele der folgenden Art vor, das ich in dhnlicher Form zur
nichsten Reifeprifung geben werde:

Bsp.: Gegeben sei die Funktion

T — az?

2 - b

fizr—

Welche Bedeutung hat a, welche hat b?
Fiir welche Werte ergeben sich andere Schaubilder? Skizzieren Sie bitte
diese!

Sehr hilfreich dazu sind Programmpakete, wie etwa die von GROSSER und RUPP-
RECHT (1987) fiir die Schule entwickelten Basic-Mathematikprogramme.

In diese Gruppe wiirde ich auch die Rechner mit eingebauter Tabellenkalkulation
stellen. Leider sind sie derzeit noch etwas zu teuer, um sie in der Unterstufe
einzufiihren; dabei ist die Tabellenkalkulation ein hervorragendes Mittel um zu
zeigen, wie sich die Anderung einer RechengrdBe auf die anderen auswirkt. Daher
bleibt derzeit — wie bei der Computeralgebra — nur der Weg ins PC-Labor.

4 Computeralgebra: Erfahrungen und Stellung-
nahmen

»Symbolic mathematical programmes (so-called computer algebra systems) are
now well-established as research tools in many areas of science and engineering. ..
However, in spite of the wide availability of these symbolic systems, they seem
to have had little effect up to now on the actual teaching of mathematics®
(HopasoN, B.R. 1987, S. 55).

Dies ist umsomehr verwunderlich, da ,,Computer algebra makes a highly moti-
vating introductory computer programming course for math, science and engi-
neering students. Computer algebra is also an ideal principal language for such
students, because numbers and arithmetic comprise appreciably less then half of
the kindergarden to calculus math curriculum. Moreover, the limited-precision
integer and floating-point arithmetic typical of traditional programming langua-
ges is not the kind of arithmetic taught in this curriculum or used in everyday
life* (muSIMP/muMATH-80 1980, S. 11-1).

Derselben Ansicht ist auch NEUWIRTH (1987, S. 51): ,Computer algebra makes
it possible to teach mathematics in such way that we can concentrate on showing
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how we can formalize a primarily unstructured problem, because we can concen-
trate on setting up the equations, instead of manipulating them. Of course, this
should not have the consequence that we do not teach the core’ of mathematics
any more. But perhaps we can concentrate more on principles than on technical
details.*

Ein anderes Problem beleuchtet BARRY (1989, S. 769): ,Powerfull computer al-
gebra systems such as Mathematica®, MACSYMA, Reduce, and Scratchpad allow
mathematicians to play with exact algebraic and analytic expressions, which the
computer, like a dull but industrious student, treats as meaningless strings of
symbols subject to mysterious rules and operations. Much as pocket caculators
alleviate the pain of filling out tax forms, algebraic processors take the tedium
an worry out of long, complicated derivations.”

Schon 1985 schreiben BECKER und ENGEL (1985, S.221): ,Der Einfluf eines
SaM’-Rechners auf den Gymnasialunterricht kénnte betrachtlich sein. Denn ab
der 8. Klasse [gemeint ist hier die Schulstufe] wird immer weniger numerisch und
immer mehr symbolisch gerechnet. Symbolisches Rechnen ist aber genau das, was
der ibliche Rechner nicht kann.“ Derselben Ansicht ist WEISSENBOCK (1986, 5.
215): ,Programme wie das beschriebene Paket muMATH konnen den algebrai-
schen Teil des Mathematikunterrichts ihnlich verandern wie der Taschenrechner
den numerischen Teil verandert hat. Der Vorfihrung dieser Programme im Un-
terricht steht fast nichts mehr im Wege: Gerate sind an vielen Schulen schon
vorhanden, und auch der Preis der Programme ist erschwinglich ... Fir den pri-
vaten Gebrauch durch den Schiiler liegt der Preis allerdings noch relativ hoch.
Da aber Schiiler (erfreulicherweise) oft auch auflerhalb des Unterrichts Zugang
2u komfortablen Rechnersystemen der Lehranstalten haben, wird das Interesse
an diesen Programmen sehr steigen. Daher muf von den Mathematiklehrkraften
diese neue Herausforderung angenommen werden: die neuen Werkzeuge, die die
Datenverarbeitung bietet, diirfen nicht als Konkurrenz zum Unterricht angesehen
werden, sondern miissen als dessen sinnvolle Erganzung dienen.“

Interessant ist auch die Stellungnahme von HERGET (1989, S. 5) auf die Frage, ob
der Computer alle Probleme der Mathematik 16sen kann: »Die Antwort auf diese
suggestive Frage ist natiirlich: Nein. Sicherlich werden wir dem Computer im-
mer mehr Titigkeiten bertragen konnen, und schon in wenigen Jahren werden
auch Taschenrechner mit kleinen Bildschirmen und fertigen Funktionsgraphen-
Programmen ausgestattet sein®, algebraische Termumformungen beherrschen und
formal differenzieren konnen. Aber der kreative, phantasievolle, neugierige Mensch
wird auch dann noch (vielmehr: gerade dann) gefragt sein, denn der Rechner
nimmt uns lediglich die lastige Routinearbeit ab, das andere, das viel Wichtigere

6Die unterschiedlichen Hervorhebungen sind im Original.

7=Symbolisch-algebraische Manipulation (Anm.d.Verf.)

8Solche sind schon lingst am Markt, wie etwa der Casio FX 7000 G! (Anmerkung des
Verf.)

e i A . e
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bleibt weiter unsere Aufgabe.

Wenn es aber so ist, da der Computer in immer groBerem Mafle die rein kalkil-
hafte Rechenarbeit (im oben angedeuteten sehr weit gesteckten Rahmen) Gber-
nehmen kann, dann wird das Einiiben solcher Fertigkeiten im Mathematikunter-
richt eine immer geringere Rolle spielen. Statt dessen missen verstarkt bisher
unterreprasentierte Fahigkeiten vermittelt werden, die auf absehbare Zeit nicht
Maschinen iibertragen werden konnen: wie Mathematisieren, Problemldsen, An-
wenden, Formalisieren.“

Unterrichtserfahrungen mit Computeralgebra-Programmen liegen ebenfalls be-
reits vor: So berichtete HEUGL (1989, S. 49) iber einen Schulversuch mit Rech-
nern des Typs HP-28C mit Schiilern der 6. Klasse, bei dem allerdings seine hoch-
gesteckten Erwartungen nicht erfiillt wurden. Meiner Ansicht liegt das vor allem
darin, daB die Benutzeroberfliche des HP-28C nur kommandogesteuert ist und
sich nicht mit der meniigesteuerten von DERIVE vergleichen 1aBt, so daB das
Erlernen des Handlings fiir viele Schiiler(innen) viel zu aufwendig war.

FaBt man die Stellungnahmen zusammen, so ist deren Tenor, dafl Computeralge-
bra-Programme entsprechende Auswirkungen auf den Mathematikunterricht ha-
ben werden und zwar wird einerseits das Formale Rechnen zugunsten anderer
Fertigkeiten zuriickgedrangt werden, andererseits stehen auch mehr Méglichkei-
ten offen.

5 Auswirkungen der Computeralgebra auf den
Mathematikunterricht

Um die Auswirkungen der Computeralgebra-Programme detailierter auf den Ma-
thematikunterricht zu studieren, sollen die verschiedenen Moglichkeiten, die sie
bieten, soweit sie den Mathematikunterricht betreffen, zusammengefafit werden.
Diese sind:

exakte Arithmetik,

komplexe Arithmetik,

Umformen algebraischer Terme,
Lasen von Gleichungen,
Matrizenrechnungen,

Differential- und Integralrechnung,
Differentialgleichungen,

Definieren eigener Funktionen und

© ® N s

Herstellen von Grafiken.
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Im Folgenden sollen nun die Auswirkungen auf eben diese Gebiete studiert wer-
den.

5.1 Exakte Arithmetik

Die Moglichkeit exakt numerisch zu rechnen (siehe Abschnitt 2), bietet gegeniiber
dem Taschenrechner den Vorteil, daB den Schiiler(innen) viel stirker der Unter-
schied zwischen exaktem Wert und Niherungswert bewufit wird. Derzeit emp-
finden sie zwischen v/2 und 1,414213562 keinen Unterschied, geschweige den,
daf sie das prinzipiell Verschiedene zwischen diesen Zahlen spiren. Es wird die
Schulmathematik dadurch, daf die Maglichkeit exakten numerischen Rechnens
besteht, zwar nicht leichter, weil bewuBt von Fall zu Fall entschieden werden
muB, ob mit dem exakten Wert oder dem Naherungswert gerechnet werden soll,
die Schiller(innen) erhalten aber mehr Einsicht in die Beziehungen von Zahlen
und deren Niherungen. Es gibt dann auch keinen Unterschied mehr zwischen
Konvergenz und Computer-Konvergenz (siche Abschnitt 3.1).

Zweitens erkennen die Schiller(innen), daB die Beschrankung auf FlieBkomma-
zahlen mit einer bestimmten Stellenzahl nicht von der Computer-Hardware auf-
gezwungen ist, sondern daf es sich dabei um ein Software-Problem handelt, was
bisweilen auch Mathematik-Didaktikern nicht selbstverstandlich ist®.

Drittens kénnen durch exaktes numerisches Rechnen auch schlecht konditionierte
Gleichungssysteme ohne gréfBere Schwierigkeiten geldst bzw. ebensolche Matrizen
invertiert werden (siehe dort).

5.2 Komplexe Arithmetik

Durch den Einsatz von Computeralgebra-Programmen konnen wesentlich tiefere
Probleme, in denen komplexe Zahlen auftreten, behandelt werden. Die Anderung
sum derzeitigen Mathematikunterricht wird wahrscheinlich genauso weitreichend
sein, wie die, durch den Taschenrechner in der Schul-Trigonometrie bewirkte.
Waihrend frither in einem Schularbeitsbeispiel nur die Auflosung eines einzigen
Dreiecks verlangt wurde, da das Aufschlagen und Zuriickschlagen der Logarith-
men unverhaltnismaBig viel Zeit beanspruchte, sind jetzt an ungleich mannigfal-
tigeren Gebilden Berechnungen anzustellen.

%QOriginalzitat: ,Jeder Computer hat per Konstruktion seine Grenzen im numerischen Be-
reich; durch seine beschrankte Stellengenauigkeit kann er oft nur Niherungswerte liefern, womit
ein offensichtlicher Gegensatz zu den Erfordernissen der Analysis mit ihren infinitesimalen Pro-
zessen besteht* (MADINCEA 1989, S. 34).

S i 8 R
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5.3 Umformen algebraischer Terme

Wie BECKER und ENGEL (1985) sowie WEISSENBOCK (1986) (siebe Abschnitt 4)
hingewiesen haben, werden vor allem im Bereich der Algebra die gré8ten Verande-
rungen gegeniiber dem derzeitigen Mathematikunterricht eintreten. Es wird ge-
nauer didaktischer Analysen bediirfen, festzustellen, was unverzichtbarer Teil des
Mathematikunterrichts ist, bzw. was weggelassen werden kann. Inwieweit sollen
die Schiiler(innen) die Computeralgebra als Black-Box verwenden (analog den
trigonometrischen Funktionen am Taschenrechner), welche algebraischen Umfor-
mungen sollen sie beherrschen (analog dem Multiplizieren zweistelliger Zahlen)?

Diese Uberlegungen diirfen nicht nur von einem mathematischen Standpunkt aus
gefiihrt werden, sondern es sind insbesondere dabei auch die latenten Leistungs-
dimensionen (siehe HANISCH und SCHWENDENWEIN 1986, S. 722ff u. 1990, S.
39ff) im Auge zu behalten. Mathematik wird nicht nur der Mathematik wegen
unterrichtet.

5.4 Loésen von Gleichungen

Ahnliches wie im vorigen Abschnitt gilt auch fir das Losen von Gleichungen,
hingt dies doch im jetzigen Mathematikunterricht sehr stark mit dem Umformen
von Termen zusammen. Bedenkt man, dafl viele Computeralgebra-Programme
auch die Maglichkeit enthalten, Gleichungen naherungsweise zu losen, dies im
allgemeinen jedoch nicht geht, wenn die Koeffizienten auch Variable sind, ergeben
sich daraus interessante neue mathematische Fragestellungen, die entsprechend
didaktisch aufbereitet werden miissen.

Andererseits werden aber im kunftigen Mathematikunterricht realistischere Bei-
spiele als bisher behandelt werden konnen, was den Interessen vieler Schiler(in-
nen) besser entspricht als die jetzigen Probleme, die oft sehr gekiinstelt wirken.

Auch beim Lasen von Gleichungen wird eine genaue mathematische Analyse ein-
zusetzen haben, die herausarbeitet, was unverzichtbarer Teil bleiben soll. Ohne
einer solchen vorgreifen zu wollen, bin ich der Ansicht, daB Schiiler nach wie vor

aufldsen kénnen sollen oder imstande sein miissen, die Lésungsmenge von
z? + 3az = 10a?

zu finden.




- 5§ -

5.5 Matrizenrechnungen

Bislang hat die Matrizenrechnung in der Schule wenig Bedeutung, steigt doch der
Rechenaufwand iberproportional stark mit der Anzahl der Spalten und Zeilen
der verwendeten Matrizen an. Steht hingegen ein Instrument zur Verfiigung,
mit dessen Hilfe Matrizenoperationen schnell und einfach durchgefiihrt werden
konnen, wo auch Matrizen mit Variablen und wegen der exakten Arithmetik auch
schlecht konditionierte Matrizen ohne groBere Schwierigkeiten in die Rechnung
eingehen kénnen, werden sich Matrizendarstellungen mehr und mehr durchsetzen.
Das gilt insbesondere bei linearen Gleichungssystemen, in der Vektorrechnung!®
und in der Statistik.

Fiir die Vektorrechnung wird die Computeralgebra in etwa dieselbe Verande-
rung bewirken wie der Taschenrechner fir die Trigonometrie. Es werden die
gestellten Aufgaben wesentlich komplexer werden, es werden Anwendungen in
der Wirtschaft hereingenommen werden und diese werden die Beschrankung auf
drei Dimensionen sprengen. Statistik und Vektorrechnung wird wesentlich mehr
verzahnt werden.

Wie oben erwihnt, 16sen Computeralgebra-Programme Gleichungssysteme, in
denen als Koeffizienten auch Variable auftreten kdnnen. Wie schon NEUWIRTH
(1978, S. 52) darauf hingewiesen hat, tritt dabei das Problem auf, daB die Deter-
minante 0 sein kann. Gerade dies gibt aber Anla8 Fallunterscheidungen vorzuneh-
men, wie man sie etwa fiir quadratische Gleichungen schon heute in Lehrbiichern
findet (siche REICHEL u.a. 1990, S. 96ff.).

5.6 Differential- und Integralrechnung

Auch in der Differential- und Integralrechnung wird der formale Aspekt zugun-
sten eines inhaltlichen abnehmen. Vielleicht wird man dann ein anderes Unter-
suchungsergebnis erhalten, wenn Personen, deren Reifeprifung linger als finf
Jahre zuriickliegt, gefragt werden, was sie noch iiber das Differenzieren wissen.
Sie gaben bei der Befragung (HANISCH 1985b) Antworten wie etwa ,,Das ist das
mit dem Strich.” oder ,,Es gibt eine Formel

u'v — v'u

?

und eine innere und eine iuBere Ableitung - aber wozu das gut ist, weiB ich
nicht.” oder ,,Damit habe ich nie etwas anfangen konnen.” oder ,,Das ist das,
was ich nie gekonnt habe.” Interessant war, dafl zwar teilweise noch einzelne
Formeln in der Erinnerung waren, aber wozu diese gehérten, was man damit tut,
das wurde nicht gewuft.

10Es wird hier bewuBt der Ausdruck ,Lineare Algebra“ vermieden, da in der Schule auch
Kegelschnitte etc. behandelt werden.
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Daher erwarte ich mir vom Zuriickdrangen des Formalen eine wesentliche Berei-
cherung des Mathematikunterrichts. An Lehrstoff werden Funktionen mit mebr
Variablen und somit auch das Partielle Differenzieren in die AHS Eingang finden,
da ,die Einschrankung auf stets eine Variable ... auch allgemein das ,eindimen-
sionale' funktionale Denken [fordert], das oft zu Miflerfolgen fihrt“ (REICHEL
u.a. 1989, S. 267).

5.7 Differentialgleichungen

Differentialgleichungen fiihren derzeit in der allgemeinbildenden héheren Schule
ein Schattendasein, wiirden sich aber sehr gut dazu eignen, verschiedene Prozesse
zumindestens naherungsweise zu beschreiben. Das Einfihren einer Computeral-
gebra, die zumindest einfachere Differentialgleichungen 15sen kann, wird dem An-
wendungsaspekt im Mathematikunterricht zu Gute kommen, der etwa in einem
Schulbuch der 5. Klasse straflich vernachlassigt wird!?.

Das Behandeln von Differentialgleichungen wird vor allem dann noch wesentlich
einfacher werden, wenn in die Computeralgebra-Programme Fahigkeiten, wie sie
etwa STELLA!? besitzt, eingebaut werden.

5.8 Herstellen von Grafiken

Die Fahigkeit zwei- und dreidimensionale Grafiken herzustellen, wird es ermagli-
chen, die Schiiler (innen) wesentlich mehr als bisher in der Mathematik experi-
mentieren zu lassen. So kénnen die in Abschnitt 3.1 und 3.2 gestellten Aufgaben
auch experimentell am Bildschirm gelést werden!3. Oder man betrachtet die
Lasung einer Differentialgleichung, variiert die Parameter usw.

Dies wird eine weitgehende Anderung des bisherigen Mathematikunterrichts dar-
stellen, da in ,der derzeitige[n] Praxis des Mathematikunterrichts ... mechanisch
nach fixen und vorgegebenen Regeln ableitbare Rechen- und Losungsverfahren®
im Vordergrund stehen (DORFLER u. BLOOM 1989, S. 177).

Die dreidimensionale Grafik wird es auch erleichtern, Funktionen mit mehr Varia-
blen zu behandeln. Es gibt bereits Computeralgebra-Programme, die es gestat-
ten, das riumliche Gebilde am Bildschirm um jede der drei Achsen zu drehen.

1110 ihm fehlt das komplette im Lehrplan vorgeschriebene Kapitel , Darstellen und Analysie-
ren von Daten- und Beziehungsstrukturen®, das besonders anwendungstrachtig ist.

12Mit diesem Programm werden Differentialgleichungen durch Zeichnen der Abhingigkeiten
am Bildschirm gelést.

13Dann sind es allerdings keine Reifepriifungsaufgaben mehr.




- 60 -

5.9 Definieren eigener Funktionen

Von dieser Fahigkeit der Programme werden all jene Bereiche des Mathematik-
unterrichts erfaBt werden, fiir die feste Algorithmen zur Verfiigung stehen. Diese
kénnen im allgemeinen als feste Formeln (auch mit Formvariablen und exak-
ter Arithmetik) definiert werden. Das Anwenden derselben wird ebenfalls den
Schwerpunkt vom Formalen zum Inhaltlichen verschieben.

6 Folgerungen

Betrachten wir die typischen Schulbeispiele, so kdnnen wir sie grob in zwei Be-
reiche einteilen:

e Beispiele, die rein formale Dinge behandeln, wie etwal*
Zerlege in ein Produkt von Linearfaktoren: z? — 4z — 21! und

e Beispiele, die auf inner- oder auflermathematische Anwendungen hinzielen,
wie etwa:
Gibt es Zahlen, die ihrem Kehrwert gleich sind? Oder:
Ein Schiff fihrt stromabwarts mit a Knoten, stromaufwarts mit a/3 Knoten.
Berechne in Abhingigkeit von a die Eigengeschwindigkeit des Schiffes und
die Strémungsgeschwindigkeit des Wassers! Fiir welche a ist die Aufgabe
(eindeutig) losbar?

Das Losen der Aufgaben der zweiten Gruppe lauft in drei Abschnitten ab'®:

1. Ubersetzen des Problems in eine geeignete mathematische Darstellungs-
form, wie
s Aufstellen einer (Un-)Gleichung, eines (Un-)Gleichungssystems etc.,
¢ Zeichnen einer geeigneten graphischen Darstellung,
o Entwickeln einer Beweisidee etc.
2. Umformen dieser Darstellungsformen durch geeignete mathematische Ope-
rationen wie
¢ numerisches Rechnen (ev. auch mit komplexen Zahlen),
¢ Umformen algebraischer Terme,

¢ Losen von Gleichungen (auch graphisch),

14Dje Angaben der folgenden Beispiele stammen aus dem Lehrbuch fiir die 5. Klasse AHS
von REICHEL u.a. (1990).
15Gjehe hinzu auch FISCHER, MALLE u. BURGER (1985, S. 89)
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o Matrizenrechnungen,
e Diflerenzieren und Integrieren (auch graphisch)

e Durchfiihren eines Beweises etc.

3. Interpretieren der so erhaltenen Ergebnisse und Uberpriifen derselben.

Der zweite Schritt, das Durchfiihren der mathematischen Operationen, was zur
Zeit das Hauptanliegen der Schulmathematik ist, kann groftenteils einem Com-
puteralgebraprogramm iberlassen werden. Den ersten und dritten Schritt, das
Modellieren und das Interpretieren hingegen werden Computer noch lange nicht
durchfithren kénnen, meines Erachtens nie, denn ,alle Uberlegungen sprechen
dafiir, daB auch der beste Computer nicht in der Lage sein wird, die Komplexitait
menschlichen Denkens abzubilden“ (SCHIERSMANN 1989, S. 86). ,Computer rea-
gieren schnell, genau und voraussagbar. Doch gerade die Eigenschaften, in denen
sie uns iberlegen sind, machen das Wesen der menschlichen Intelligenz nicht
aus. Weit wichtiger sind unsere Fahigkeiten, wahrzunehmen, zu verkniipfen und
intuitiv zu wissen“ (DREYFUS u. DREIFUS 1987, S. 2).

Der herkommliche Mathematikunterricht wird sich i&ndern missen. ,Ob* liegt
nicht in unserer Entscheidungsgewalt, hingegen Giber das ,Wie“ kénnen wir jetzt
noch mitbestimmen.
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